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1 Doléans-Dade前測度
マルチンゲールは，Doléans-Dade測度の消えた，純粋な確率過程的対象だと考えることができる．ほとんどの確率過程（クラス

(L.D.)に属する擬似マルチンゲール）はマルチンゲールと可予測な有界変動過程に分解できる（定理 1.4）が，有界変動過程とは本
質的に可予測 σ-代数上の測度である．
伊藤の確率積分は駆動過程として Brown運動を考えたが，一般の L2-マルチンゲールに拡張された後，Strasbourg学派 (Meyer,

1967; Doléans-Dade and Meyer, 1970) によって一般の擬似／セミマルチンゲールに拡張された．有界変動過程に関する積分と
は，背後にある測度に関する積分に他ならないことを考えると，真に確率過程的な現象（確率積分など）はマルチンゲールのみが
起こすものと思える．
マルチンゲールは本質的に X8 の拡大するフィルトレーションに関する条件付き期待値の列だとみれ，マルコフ過程が初期値を

忘却していくエルゴード定理の「逆」とみることもできる (Doob, 1971)．

1.1 可予測集合
I Ă R` を一般の集合とし，同一の確率空間 pΩ,F ,Pq上に定義された確率変数の族 X “ pXtqtPI を考える（離散時間と連続時

間を統一的に扱う）．この X は pΩ,F ,Pq上のフィルトレーション F “ pFtqに関して適合的であるとする．4-組 pΩ,F ,F,Pqを確
率基底と呼び，以下これを固定する．次に定義していく I ˆ Ω上の集合族も，マルチンゲールの定義も，暗黙理にはこの確率基底
（特に Fと P）に依存するが，ここでは簡単のため記法から省略する．
添字集合 I Ă R` と確率基底 pΩ,F ,F,Pqについて，次で定まる集合族RI Ă I ˆ Ω元を可予測矩形と呼ぶ：

RI :“ tps, ts ˆ F | s ă t P I, F P Fsu Y tr0, inf Is ˆ F | F P F0u .

RI が生成する集合環（＝全体集合を含むとは限らない有限加法族）を AI で，RI が生成する σ-代数を P で表し，それぞれ可予測
環，可予測 σ-代数という．

1.2 マルチンゲールと劣マルチンゲール
定義 1.1 (Doléans-Dade 1968). tXtutPI Ă L1pΩqを可積分な過程とする．tXtuのDoléans-Dade前測度とは，次で定まる
可予測環 A上の有限加法的測度 λX : AI Ñ Rをいう：

λX

ˆ

ps, ts ˆ F

˙

“ Er1F pXt ´ Xsqs, s ă t, F P Fs,

λXpr0, inf Is ˆ F q “ 0, F P F0.

定義 1.2 (submartingale (Snell, 1952), quasimartingale (Fisk, 1965)). 可積分過程 tXtu Ă L1pΩqについて，

(1) Doléans-Dade前測度が消える λX “ 0とき，X はマルチンゲールであるという．
(2) λX “ 0が正値，すなわち r0,8qに値を取るとき，X は劣マルチンゲールであるという．
(3) λX が任意の有界可予測集合 p0, ts ˆ Ω上で有界変動であるとき，X は擬似マルチンゲールであるという．

λX は I ˆ Ω上では有限加法的でしかないことに注意．有限加法的に過ぎない集合関数は，Rに値を取っていても有界変動とは
限らないことに注意 (Giesy, 1970)．一方で，σ-加法的な符号付き測度について，R-値であることと有界変動であることは同値にな
る (Dunford and Schwartz, 1958, 補題 III.4.4)．
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1.3 Doob–Meyer分解
上述のようにマルチンゲールを理解することの利点は，測度論の部分と確率過程の部分とを明確に分離できる点である．このこ

とを示すために，ここでは Doob–Meyer分解の概要を証明なしに見る．
定義 1.3 (class (L.D.) Meyer 1966). 可積分過程 X の Doléans-Dade前測度が，有界な可予測集合のなす δ-環

Pb :“ tA P P | Dtě0 A Ă r0, ts ˆ Ωu

上の σ-加法的な R-値測度に延長できるとき，X は局所 Doobクラス，または端的にクラス (L.D.)であるという．
I “ R` とする．Doléans-Dade測度 µX が正値なとき，単調増加な càdlàg過程 V と一対一対応し，次の関係にある：

µXpAq “ E

„
ż 8

0

1Apsq dVs

ȷ

, A P BpR`q b F .

つまり，一般にクラス (L.D.)の可積分過程の Doléans-Dade測度 µX は，ある可予測な有界変動過程から生じるものである．これ
が Doob–Meyer分解である．
定理 1.4 (Meyer 1962). X をクラス (L.D.)の劣マルチンゲールとする．このとき，ただ一つの可予測な右連続単調増加過程 V

で V0 “ 0を満たすものが存在して，S ´ V はマルチンゲールになる．

［証明］. Métivier (1982, p.96 系 15.4)を参照．ここでは概略のみを述べる．クラス (L.D.)の劣マルチンゲールの Doleans測度は
P 上の許容測度の例になる．許容測度の一般論から，ただ一つの可予測な右連続単調増加過程 V で V0 “ 0を満たすものが存在し
て，µ “ µV が成り立つ．よって残った過程 S ´ V の Doleans測度は消えており，S ´ V はマルチンゲールである． ■

2 マルチンゲールの任意停止
ランダムな時区間を，R` ˆ Ωの部分集合

pσ, τ s :“ tpt, ωq P R` ˆ Ω | σpωq ă t ď τpωqu

と理解する．
命題 2.1 . I Ă R` を集合，tXtu Ă L1pΩqを可積分過程とする．２つの停止時 σ, τ : Ω Ñ I は値域が有限で σ ď τ を満たすとす
る．このとき，ランダム集合 pσ, τ sは可予測環 AI の元で，次が成り立つ：

λXprσ, τqq “ ErXτ ´ Xσs.

［証明］. I “ tt0 ă ¨ ¨ ¨ ă tnuと表す．
pt0, τ s P AI , λXppt0, τ sq “ ErXτ ´ Xt0s

を示せば，あとは pσ, τ s “ pt0, τ szpt0, σsから従う．すると主張は次の事実から直ちに従う：

pt0, τ s “

n
ď

i“1

pti´1, tis ˆ tτ ą ti´1u .

実際，λX の定義と有限加法性から

λXppt0, τ sq “

n
ÿ

i“1

E

„

1tτąti´1upXti ´ Xti´1
q

ȷ

“

n
ÿ

i“1

E

„

1tτ“tiupXti ´ Xt0q

ȷ

“ ErXτ ´ Xt0s.

■

注 2.2 (連続版の任意停止への道のり). X がクラス (L.D.)に属する右連続過程であるとき，一般の有限値停止時 σ ď τ について
成り立つ．これは τ に上から収束する有限値停止時の列 tτnuを取り，マルチンゲール収束定理から lim

nÑ8
ErXτns “ ErXτ sを導く

ことで従う．σ, τ が有界な停止時であるとき，適切に停止した擬似マルチンゲールはクラス (L.D.)になるため，この場合はクラス
(L.D.)であることを前面に出さずとも系として従う． l
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3 Doobの不等式
ここでは擬似マルチンゲールを考える．このとき Doléans-Dade 前測度 λX は各 p0, ts ˆ Ω 上で有界変動である．このとき，

Jordan分解が存在する (Dunford and Schwartz, 1958, Theorem III.1.8)

λXpAq “ λ`
XpAq ´ λ´

XpAq, |λX |pAq :“ λ`
XpAq ` λ´

XpAq,

λ`
XpAq :“ sup

BĂA
λXpBq, λ´

XpAq :“ ´ inf
BĂA

λXpBq.

命題 3.1 . I Ă r0,8sを可算集合で，a :“ inf I, b :“ sup I としたとき b P I を満たすとする．このとき，任意の擬似マルチンゲー
ル pXtqtPI について，次が成り立つ：

αP

„

sup
tPI

Xt ą α

ȷ

ď λ´
Xppa, bs ˆ Ωq ` E

„

1tsupXtąαuXb

ȷ

, α ą 0.

［証明］. I に至る有限集合の増大列 tInuを取る：In Õ I．このとき，次が成り立つ：
"

sup
tPI

Xt ą α

*

“
ď

nPN

"

sup
tPIn

Xt ą α

*

.

従って，有限の I について示せば，単調収束定理から結論が従う．
そもそも sup

tPI
Xt ą αという事象は

τpωq :“ inf tpt, ωq P R` ˆ Ω | t P I, Xtpωq ą αu

という停止時が有限な値を取る τ ď bという事象に等しい（この τ が停止時になることは I が有限集合であることに因る）．よって

Prτ ď bs “ Er1tτďbus ď E

„

1tτďbu

Xt

α

ȷ

.

ここで Er1tτďbuXτ s “ Er1tτďbuXbs ´ ErpXb ´ Xτ^bqsという変形と任意停止 2.1を通じて，

Er1tτďbuXτ s “ ´λXppτ ^ b, bsq ` Er1tτďbuXbs.

■

注 3.2 (連続版の Doob不等式への道のり). X の pathの右連続性も，確率基底の通常の条件も必要としていない点に注目．X の
代わりに ´X を考えることで次も従う：

αP

„

inf
tPI

Xt ă ´α

ȷ

ď λ`
Xppa, bs ˆ Ωq ´ E

„

1tinf Xtă´αuXb

ȷ

, α ą 0.

２つの結果を組み合わせ，pXtqに右連続性も課すと次の結果を得る：

αP

„

sup
tPr0,bs

|Xt| ą α

ȷ

ď |λX |pp0, bs ˆ Ωq ` E

„

1tsup|Xt|ąαu|Xb|
ȷ

, α ą 0.

l

4 マルチンゲール収束定理
At any rate, it is true that in a reasonable sense there are only two qualitative convergence theorems in measure theory,

the ergodic theorem and the martingale convergence theorem. (Doob, 1971)

マルチンゲール tXtu の t Ñ 8 での概収束に関連する結果は，Doob のマルチンゲール収束定理と呼ばれる．Doob (1940) 以
来，上渡回数の評価による証明が最も本質的と理解されている．ここでは一般の確率過程について示す．
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4.1 上渡回数定理
命題 4.1 . I Ă R` を可算集合，tXtu Ă L1pΩqをK :“ sup

tPI
|λX |pp0, ts ˆ Ωq ă 8を満たす擬似マルチンゲールであるとする．こ

のとき，a ă bを実数，In Õ I を有限集合の増大列として，

N I
ra,bs :“ sup

nPN
N In

ra,bs
, N In

ra,bs
:“ ttXtutPIn が ra, bs を下から上に横断した回数 u,

と定めると，次が成り立つ：
ErN I

ra,bss ď
K ` supErpXt ´ aq´s

b ´ a
.

ただし x´ :“ ´mintx, 0uとした．

［証明］. 有限集合 I について示せば，一般の可算集合 I についても単調収束定理により従う．そこで I “ tt0 ă ¨ ¨ ¨ ă tnuと表す．
aまたは bを通過する停止時

τ2j`1 :“ inf tt P I | t ě τ2j , Xt ă au ^ tn,

τ2j`2 :“ inf tt P I | t ě τ2j`1, Xt ą bu ^ tn, j “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n ´ 1,

に注目すれば，任意停止定理 2.1から
n

ÿ

j“1

ErXτ2j ´ Xτ2j´1s “

n
ÿ

j“1

λXprτ2j´1, τ2jqq ď |λ|Xpp0, tnsq ď K.

この事実を次の不等式に使えば良い：

pb ´ aqN I
ra,bs ´ pa ´ Xtnq` ď

n
ÿ

j“1

pXτ2j ´ Xτ2j´1
q.

■

系 4.2 . 追加で sup
tPI

ErX´
t s ă 8 を満たすとする．このとき，ある測度１の部分集合 Ω0 Ă Ω が存在して，任意の単調部分列

ttnu Ă I について，
lim
nÑ8

Xtnpωq P r´8,8s, ω P Ω0.

［証明］. 追加の仮定により任意の a ă b P Rについて ErN I
ra,bss ă 8がわかる．これにより

Ω0 :“
ď

a,bPQ
aăb

!

N I
ra,bs ă 8

)

は測度１の可測集合になる．任意の単調列 ttnu Ă I を取り，Xtnpωqが ω P Ω0 なのに r´8,8s上でさえ収束しないと仮定して矛
盾を導く．このとき

lim inf
nÑ8

Xtnpωq ă lim sup
nÑ8

Xtnpωq

が成り立つということであるが，この間に挟まる a ă b P Qが取れてしまい，上渡回数が発散する必要が出てしまう． ■

4.2 概収束
命題 4.3 . tXnunPN Ă L1pΩqを可積分過程で

(UI) sup
nPN

|λX |pp0, ns ˆ Ωq ă 8, sup
nPN

ErX´
n s ă 8,

を満たすとする．このとき，ある X8 P L1pΩqが存在して，Xn Ñ X8 a.s.が成り立ち，

Er|X8|s ď lim inf
nPN

Er|Xn|s ă 8.
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［証明］. (UI)により，X8 :“ lim
nÑ8

Xn P r´8,8sが測度１を持つ可測集合上で定まる．あとは X8 P L1pΩqを示せば良い．

|ErXn ´ X0s| “ |λXpp0, ns ˆ Ωq| ď sup
nPN

|λX |pp0, ns ˆ Ωq ă 8

により sup
nPN

|ErXns| ă 8であるため，(UI)の２つ目の条件と併せて sup
nPN

Er|Xn|s ă 8である．Fatouの補題から結論が従う． ■

注 4.4 (一般化への道のり). 命題では離散時間で考えたので，(UI)の最初の条件は

sup
nPN

|λX |pp0, ns ˆ Ωq “

8
ÿ

n“1

Er|Xn ´ Xn´1|s “

8
ÿ

n“1

E

„ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ErXn|Fn´1s ´ Xn´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ȷ

ă 8

と同値になる．最後の等式は tXn ´ Xn´1 ą 0u “ tErXn|Fn´1s ´ Xn´1 ą 0uという事象とその補集合上で場合分けすることで
確認できる．tXnuが劣マルチンゲールであるとき，条件 (UI)はちょうど sup

nPN
Er|Xn|s ă 8と同値になる．優マルチンゲールであ

るときは２つ目の条件が１つ目を含意する．càdlàg擬似マルチンゲール tXtutPR` については条件 (UI)の nを tに置き換えてそ
のまま成り立つ． l
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