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記法.

(1) pΩ, A, ‘Pqで確率空間を表すとする．その上の可測関数の全体を LpΩ, A, Pqで表す．
(2) rns :“ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nuで自然数の集合を表す．
(3) Bpx, rq :“ ty P X | }x ´ y} ď ruで閉球，Upx, rq :“ Bpx, rq˝ で開球を表す．
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1 距離空間
1.1 定義と例
定義 1.1 (pseudometric). 集合 D上の関数 d : D ˆ D Ñ R` が擬距離であるとは，次の３条件を満たすことをいう：

(1) 非負性：dp∆q “ t0u．†1

(2) 対称性：
dpx, yq “ dpy, xq, x, y P D.

(3) 三角不等式：
dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq, x, y, z P D.

dが距離であるとは，さらに

(4) 忠実性：
dpx, yq “ 0 Ñ x “ y, x, y P D,

を満たすことをいう．

注意. (1)を「非負性」と呼ぶのは不自然に見えるが，(2),(3)と併せれば

0 “ dpx, xq ď dpx, yq ` dpy, xq Ñ dpx, yq ě 0,

を含意することが判る．だから (1)の条件で十分なのである． ■

距離空間の重要な例に，ノルムが定める距離空間がある．一般に「ノルム空間」と言ったときは，線型空間を仮定していること
に注意．
定義 1.2 (seminorm, norm). Dを実線型空間とする．この上の関数 } ´ } : D Ñ R` が半ノルムであるとは，次の３条件を満た
すことをいう：

(1) 非負性：
}x} ě 0, x P D.

(2) 斉次性：
}αx} “ |α|}x}, α P R, x P D.

(3) 劣加法性・三角不等式：
}x ` y} ď }x} ` }y}, x, y P D.

半ノルムがさらに

(4) 忠実性：
}x} “ 0 Ñ x “ 0, x P D,

も満たすとき，これを単にノルムという．

注意. 実は (1)は冗長であり，本質的に２条件である．(2)と線型空間の公理から }0} “ |0|}0} “ 0が判り，これと (3)を併せると，

0 “ }0} “ }x ´ x} ď 2}x}.

■

補題 1.3 (ノルム空間は距離空間). pD, } ´ }qを半ノルム空間とする．このとき，

dpx, yq :“ }x ´ y}, x, y P D,

について擬距離空間を定める．
†1 ∆ :“ tpx, yq P D ˆ D | x “ yu は対角集合 (diagonal set) という．D が Hausdorff であることと ∆ が閉集合であることは同値．よって距離空間は

Hausdorffであることが判る．
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［証明］. dが次の３条件を満たすためである．

(1) ノルムの斉次性 (2)より，dpx, xq “ }x ´ x} “ }0} “ 0 ¨ }0} “ 0．
(2) ノルムの斉次性 (2)より，dpx, yq “ }x ´ y} “ }p´1qpy ´ xq} “ |´1|}y ´ x} “ dpy, xq．
(3) ノルムの劣加法性 (3)より，

dpx, zq “ }x ´ z} ď }x ´ y} ` }y ´ z} “ dpx, yq ` dpy, zq.

この証明ではノルムの定義 (1)を使っていないことも，この条件が冗長であることを示唆している． ■

1.2 位相的性質

距離空間においてコンパクト性は「完備かつ有界」であることに同値になる．無限次元ノルム空間で集合は滅多にコンパク
トにならない．

定義 1.4 (separable, totally bounded, compact). 距離空間 Dについて，

(1) Dが可分であるとは，可算な稠密部分集合 D0 Ă Dが存在することをいう：D0 “ D．

(2) Dが全有界であるとは，任意の ε ą 0に対して，ある N P Nと txiu
N
i“1 Ă Dが存在して，D Ă

N
ď

i“1
Upxi, εqを満たすことを

いう．
(3) D がコンパクトであるとは，任意の開被覆 D Ă

ď

iPI
Ui pUi

open
Ă Dq に対して，ある有限部分集合 J finite

Ă I が存在して，

D Ă
ď

iPJ
Ui を満たすことをいう．

注 1.5 (閉包について). 一般の位相空間 X の部分集合 A Ă X において，閉包 Aは次のように定義される：

(1) x P X が A の触点 (adherent point) であるとは，任意の開近傍 x P U
open
Ă X に対して，U X A ‰ H が成り立つことを

いう．
(2) Aの触点全体の集合を Aで表す．

このとき，
A “

č

"

F finite
Ă X | A Ă F

*

も成り立つ．すなわち，Aを含む最小の閉集合として Aは特徴付けられる．しかし，X が距離空間でもある場合，次が成り立つ：

定義 1.6 (ε-covering number, ε-metric entropy, ε-packing number). pT, dqを擬距離空間とする．

(1) 正数 ε ą 0について，ε-被覆数とは，

NpT, d; εq :“ min
#

n P N

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dt1,¨¨¨ ,tnPT T Ă

n
ď

i“1
Bεptiq

+

, ε ą 0,

をいう．ただし，min H “ 8と約束する．
(2) N の対数 log NpT, d; εqを ε-計量エントロピーという．
(3) 正数 ε ą 0について，ε-充填数とは，

DpT, d; εq :“ max
"

n P N
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Dt1,¨¨¨ ,tnPT min
i,jPrns

dpti, tjq ą ε
*

, ε ą 0,

をいう．

補題 1.7 (被覆数と充填数の等価性). pT, dqを擬距離空間とする．

(1) 任意の ε ą 0について，
NpT, d; εq ď DpT, d; εq ď NpT, d; ε{2q.
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(2) 次は同値：
(i) T は全有界である．
(ii) 任意の ε ą 0について，ε-被覆数 NpT, d; εqは有限．
(iii) 任意の ε ą 0について，ε-充填数 DpT, d; εqは有限．

［証明］.

(1) 任意の ε ą 0を取る．
(i) D :“ DpT, d; εq個の点 tt1, ¨ ¨ ¨ , tDu Ă T が存在して，min

i,jPrDs
dpti, tjq ą ε を満たし，さらに任意の t P T に対して，あ

る i P rDsが存在して，dpt, tiq ď ε を満たす．これは t P Bεptiqを意味するから，tBεptiquD
i“1 が T を被覆しているこ

とがわかる．よって，NpT, d; εq ď D “ DpT, d; εq．
(ii) 仮に D :“ DpT, d; εq ą NpT, d; ε{2q “: N とすると，大きさ Dの充填 ttiu

D
i“1 と大きさ N の被覆 tBε{2psiquN

i“1 とが同
時に存在する．しかし D ą N であるから，ある Bε{2psiqが存在して，|ttiu

D
i“1 X Bε{2psiq| ě 2．これは，ttiu

D
i“1 のう

ちある 2点間の距離は ε 以下になっているということだから，ttiu
D
i“1 が充填であることに矛盾．

(2) (2)ô(3)は (1)からわかる．
(1)Ñ(2) 任意の ε ą 0について，被覆 tUεptiquN

i“1 が存在する．このとき，tBεptiquN
i“1 も被覆である．

(2)Ñ(1) 任意の ε ą 0について，被覆 tBε{2ptiquN
i“1 が存在し，このとき tUεptiquN

i“1 も被覆である．

■

補題 1.8 (全有界ならば可分). Dを擬距離空間とする．Dが全有界ならば，可分である．

［証明］.

Step1 次のようにして，可算な稠密部分集合 D0 Ă D が構成できる．まず，D は全有界だから，任意の n P N` に対して，ある開

球の組 tUpxpnq

i , 1{nqu
Nn
i“1 が存在して，D “

Nn
ď

i“1
Upxpnq

i , 1{nqを満たす．これに対して，D0 :“
8
ď

n“1

Nn
ď

i“1
txpnq

i uと定めれば良

い．たしかに可算である．
Step2 D0 の D 上での稠密性 D0 “ D は次のようにして示せる．擬距離空間では，開球は開集合の基底をなすから，任意の x P X

と ε ą 0に対して，D0 X Upx, εq ‰ Hを示せば良い．まず，ある n ě 1が存在して 1
n ă ε を満たす．この n ě 1に対し

ても x P D “

Nn
ď

i“1
Upxpnq

i , 1{nqであったから，ある i P rNnsが存在して x P Upxpnq

i , 1{nqであることが従うが，これは

|x ´ xpnq

i | ă
1
n ă ε

を意味する．すなわち，xpnq

i P D0 X Upx, εq ‰ H．

■

定理 1.9 (コンパクト距離空間の特徴付け). Dを距離空間，A Ă Dを部分集合とする．次は同値：

(1) Aはコンパクト．
(2) Aは点列コンパクト：Aの任意の点列は Aの点に収束する部分列を持つ．
(3) Aは完備かつ全有界．

［証明］. †2

(1)Ñ(2) 任意の点列 txnu Ă X を取る．これに対し A :“
!

pxn, nq P X ˆ rN | n P N
)

と定め，ある a P X に対して pa, 8q P A
を示せば良い．X がコンパクトであるとき，pr2 : X ˆ rN Ñ rNは閉写像（付録 B.2）だから，N Ă pr2pAq Ă rNと併せると
pr2pAq “ rNが必要．

(2)Ñ(3)

†2 [斎藤毅, 2009] 定理 8.3.5 p.205．
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(i) 完備であることを示すために，任意に Cauchy列 txnu Ă X を取る．点列コンパクト性より収束する部分列 txmn u Ă

txnu が取れるが，このとき Cauchy 列 txnu 自身も同じ収束先 a :“ lim
nÑ8

xmn へ収束する必要がある．実際，任意の
n, n1 P Nについて

dpxn, aq ď dpxn, xn1 q ` dpxn1 , aq, n, n1 P N,

であるが，右辺第 1項の上限を最初に取り，次に左辺，最後に右辺第 2項の下限を取ることで，

sup
něm

dpxn, aq ď sup
n,n1ěm

dpxn, xn1 q ` inf
n1ěm

dpxn1 , aq, m P N,

が成り立つ．m Ñ 8の極限を考えることで，右辺は 0に近づくから，xn Ñ aが得られる．
(ii) X が全有界でないならば，X は点列コンパクトでないことを示す．すると，ある実数 r ą 0が存在して，任意の有限部

分集合 A finite
Ă X に対して

ď

aPA
Urpaq Ĺ X が成り立つ．これを用いて，（選択公理から）次のように点列 txnu Ă X を構

成できる：
x0 P X ‰ H, xn`1 P Xz

˜

n
ď

i“0
Urpxiq

¸

‰ H, n ě 1.

このとき，txnu Ă X のどの 2点も互いに r ą 0だけ離れているから，いかなる部分列も収束しない．
(3)Ñ(1)

(i) X は全有界だから，任意の n P Nに対して，X Ă
ď

aPAn

U1{2n paqを満たす有限部分集合 An
finite
Ă X が存在する．これに

対して，A :“
ź

nPN
An と定めると，Tychonoffの定理よりコンパクトである．このうち Cauchy列からなる部分空間を

C :“
"

panq P A
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

@nPN dpan, an`1q ď
3

2n`1

*

“
ď

nPN

"

pamq P A
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dpan, an`1q ď
3

2n`1

*

と定めると，射影の積 pprn, prn`1q : A Ñ An ˆ An`1 の連続性から C は閉集合の積より閉，従ってやはりコンパクト
である．

(ii) 次の Cauchy列をその収束先に写す写像
l : C // X

P P

panq
� // lim

nÑ8
an

が連続全射であることを示せば，X のコンパクト性が従う付録 B.3．なお，C の元 panq P C は，任意の自然数 n ď m
について

dpan, amq ď dpan, an`1q ` ¨ ¨ ¨ ` dam´1,am ď
3

2n`1 ` ¨ ¨ ¨ `
3

2m ď
3
2n , n ď m,

を満たすため，たしかに Cauchy列である．
(a) 任意の x P X を取り，l´1pxq の元を構成する．A の定義と選択公理から，dpan, xq ă

1
2n を満たす点列 panq P

ź

nPN
pAn X U1{2n pxqq Ă Aが取れる．これは

dpan, an`1q ď dpan, xq ` dpx, an`1q ă
1
2n `

1
2n`1 “

3
2n`1

を満たすから，たしかに panq P C も満たし，lpaq “ lim
nÑ8

an “ x も成立．
(b) 任意の lpaq P X と r ą 0 を取り，l´1pUrplpaqqq に含まれる a P C の開近傍を構成する．いま dpan, lpaqq ď

3
2n pn P Nqが成り立つことを利用して，m P Nを 6

2m ă r を満たすように定める．すると，任意の dpam, bmq ă

r ´
6

2m を満たす pamq, pbmq P C について

dplpaq, lpbqq ď dpam, lpaqq ` dpam, bmq ` dplpbq, bmq ă r

が成り立つ．すなわち，pr´1
m pUr´6{2m pamqq Ă l´1pUrplpaqqqが成立．

■
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系 1.10 (相対コンパクト性の特徴付け). Dを距離空間，A Ă Dを部分集合とする．次は同値：

(1) Aは相対コンパクトである．
(2) Aは相対点列コンパクトである：Aの任意の点列は収束部分列を持つ．
(3) Aは全有界で，Aは完備である．

特に，Dが完備であるとき，全有界性と相対コンパクト性とは同値．

［証明］. 次の 2点を示せば，残りは定理から従う．

(a) Aが相対点列コンパクトであることと，Aが点列コンパクトであることとは同値．
(b) Aが全有界であることと，Aが全有界であることとは同値．

(b)は次の補題のように，一般化した形で示せる．

(i) (a)を示す．任意の点列 txnu Ă Aを取る．xn P A i.o.ならば，Aの列でもある部分列 txmn u Ă txnuが取れる．Aは相対コ
ンパクトであるから，収束する部分列 txmr u Ă txmn uが取れる．その収束先は Aの点である．

(ii) 一方で xn P BA f.e.の場合について示す．BA内の部分列を txnu Ă BAと取り直す．すると各 xn P BAについて，これに収束
する Aの列 typnq

m umPN Ă Aが取れる．この各 n P Nについて，dpxn, ypnq

mpnqq ă
1
n pn P Nqを満たす tmpnqunPN Ă Nを取り，

Aの列 typnq

mpnqu Ă Aに注目すると，Aの相対点列コンパクト性の仮定から，ある y P Aに収束する部分列 typrpnqq

mprpnqqu Ă typnq

mpnqu

が取れる．このとき，xrpnq Ñ y が成立することが示せる．実際，任意の ε ą 0に対して，ある N P Nが存在して

dpy, yprpnqq

mprpnqqq ă
ε
2 , n ě N,

が成り立つから，必要なら 1
N ă

ε
2 も満たすように大きく取り直せば，

dpxrpnq, yq ď dpxrpnq, yprpNqq

mprpNqqq ` dpyprpNqq

mprpNqq, yq ă
ε
2 `

1
rpnq

ă ε, n ě N.

■

補題 1.11 (全有界性の稠密部分集合への遺伝). X を距離空間とする．

(1) 稠密部分集合 A Ă X について，次は同値：
(i) Aは全有界．
(ii) X は全有界．

(2) X を全有界な距離空間とする．完備化 X はコンパクトである．

［証明］.

(i) (1)Ñ(2) 任意の ε ą 0を取ると，ある有限部分集合 A0 :“ taiu
n
i“1 Ă Aが存在して，@aPA dpa, A0q ă

ε
2．実はこのとき開

球 tUεpaiquiPrns は X も被覆している．実際，A “ X より，任意の x P X に対して，A X Uε{2pxq ‰ Hすなわち，ある
a P Aが存在して，dpa, xq ă

ε
2．すると，任意の x P X について，最も近い A0 の元との距離が ε ą 0よりも小さいと

いうことだから，開球の有限族 tUεpaiqun
i“1 は X を被覆している．

(2)Ñ(1) 任意の ε ą 0を取ると，X の全有界性より，ある有限部分集合 X0 :“ txiuiPrns Ă X が存在して，

dpx, X0q ă
ε
2 , x P X.

任意の xi P X0 について，ai P A X Uε{2pxiq ‰ Hを取ると，Uε{2pxiq Ă Uεpaiq．よって，tUεpaiquiPrns は X を被覆し，
特に Aも被覆する．

(ii) X Ă X は稠密部分集合である．これが全有界ならば X も全有界．

■

Euclid空間 Rn では，A Ă Rn が有界閉集合であることとコンパクトであることとは同値．一般の位相線型空間で，このように
簡単なコンパクト集合の特徴付けは期待できない．証明のストーリーは同じなので，次の命題は（一般の位相線型空間についてで
はなく）ノルム空間について示す．
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命題 1.12 (ノルム空間が有限次元になる条件). pX, } ´ }qをノルム空間とすると，単位閉球 B :“ tx P X | }x} ď 1uについて，次
は同値：

(1) Bはコンパクトである．
(2) X は有限次元である．

［証明］. †3D が有限次元であるとき，ある n P Nが存在して，D »Top Fn pF “ R,Cq．Fn にて，単位閉球は有界閉集合であるか
らコンパクトである．あとは (1)Ñ(2)を示せば良い．Bがコンパクトであるとすると，Bは半径 1{2の開球を有限個だけで被覆で
きる：

B Ă

m
ď

i“1

ˆ

xi `
1
2B˝

˙

, x1, ¨ ¨ ¨ , xm P B.

有限次元部分空間 Y :“ xx1, ¨ ¨ ¨ , xmyに注目すると，B˝ Ă Y `
1
2B˝ の両辺を 2で割って，1

2B˝ Ă Y `
1
4B˝．これを繰り返して，

B˝ Ă Y `
1
2B˝ Ă Y `

1
4B˝ Ă Y `

1
8B˝ Ă ¨ ¨ ¨ .

すなわち，
B˝ Ă

8
č

n“1

ˆ

Y `
1
2n B˝

˙

“ Y “ Y.

すると任意の k P Nについて kB˝ Ă Y が必要であるが，左辺は Xの全体を走るから，結局 X “ Y．特に Xは有限次元である． ■

1.3 Polish空間上の確率測度はタイト
定理 1.13 ([Oxtoby and Ulam, 1939]). 距離空間 Xは完備可分とする．X上の任意の Borel確率測度 P P PpXqは緊密である．
すなわち，任意の ε ą 0に対して，あるコンパクト集合 K

cpt
Ă X が存在して，PrKs ą 1 ´ ε．

［証明］.

Step1 S は可分だから，可算な稠密部分集合 S0 Ă S が取れる．これらを中心とすることで，任意の k P N` に対して，半径 1{k
の開球の可算族 tUpkq

n unPN であって S を被覆するものが取れる．
Step2 任意の ε ą 0と k P N` に対して，ある nk P Nが存在して，

P
«

nk
ď

i“1
Upkq

i

ff

ą 1 ´
ε
2k .

これに対して，
A :“

č

kPN`

nk
ď

i“1
Upkq

i .

と定めると，
PrSzAs “ P

«

ď

kPN`

˜

Sz

nk
ď

i“1
Upkq

i

¸ff

ă
ÿ

kPN`

ε
2k “ ε.

より，PrAs ą 1 ´ ε を満たす．
Step3 A は構成の仕方から明らかに S の全有界な部分集合である．S は完備としたから，その閉包 A は S 上で再び完備である．

以上を併せると Aはコンパクト．その上 PrAs ą 1 ´ ε は満たし続ける．

■

†3 [Rudin, 1991] 定理 1.22 p.17 が極めて一般的な場合について示している．
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1.4 ノルム空間の例
最後に，最も重要な２つの Banach空間を考察して終わる．

命題 1.14 (有界関数の空間は決して可分でない). Banach空間 l8pTqについて，次は同値：

(1) l8pTqは可分．
(2) T は有限集合．

［証明］. (2)Ñ(1)は明らかだから，(1)Ñ(2)を示す．T が仮に単射 n : N Ñ T を持つとして，矛盾を導く．実はこの仮定の下で，任
意の I P PpNqについて l8pTqの元を

eIptq :“
#

1 t P I,
0 t P TzI.

と定めると，各 teIuIPPpNq Ă l8pTqは距離が 1ずつ離れている．よって，任意の l8pTqの稠密部分集合は，各開球 tBpeI , 1{2quIPPpNq

と空でない共通部分を持つから，少なくとも連続体濃度であることが必要になる． ■

命題 1.15 (CupTqの定義). 擬距離空間 pT, dq上の空間

CupTq :“
␣

f P CbpTq | f は一様連続
(

は Banach空間である．

［証明］. CupXq ãÏ CbpXqが閉埋め込みであることを示せば良い．任意の f P CupXqを取ると，これに一様収束する一様連続関数
の列 tfnu Ă CupXqが存在するが，一様連続関数の一様収束極限はやはり一様収束であるから，f P CupXqである．
任意に ε ą 0を取る．一様収束極限であるから，ある N P Nが存在して，

}fnpxq ´ fpxq}8 ă
ε
3 , n ě N.

ここで n ě N を適当に定める．fn P CupXqより，ある δ ą 0が存在して，

|x ´ y| ă δ Ñ |fnpxq ´ fnpyq| ă
ε
3 .

以上を総じて，
|x ´ y| ă δ Ñ |fpxq ´ fpyq| ă ε.

■

定理 1.16 (CupTqが可分になるとき). 距離空間 pT, dq上の Banach空間 CupTqについて，次は同値：

(1) CupTqは可分．
(2) pT, dqは全有界．

このとき，T の完備化 T はコンパクトで，同型 CupTq »Ban CbpTqが成り立つ．

［証明］.

(1)Ñ(2)

Step1 T を全有界でないとすると，ある ε ą 0が存在して，ある T の ε-開球の列 tUεpxnqunPN は互いに素である．

証. 仮に条件を満たすものが取れないとすると，ある N P Nが存在して，Tz YN
n“0 Uεpxnqからは如何なる ε-開球も取

れない．これは，任意の x P Tz Y8
n“0 Uεpxnqに対して，ある k P n ` 1が存在して，

dpx, xkq ă 2ε,

を満たすことを含意する．よって，tU2εpxnquN
n“0 は T を被覆しており，T の全有界性に矛盾する． l

Step2 Banach空間の埋め込み l8pNq ãÏ CupTqが存在する．
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証. 例えば
fnpxq :“

ˆ

1 ´
dpx, xnq

ε

˙

_ 0

と定めることより，ある tfnu Ă CupT ; r0, 1sqが存在して，

fnpxnq “ 1, fn|TzUε pxnq “ 0,

を満たすものが存在する．これに対して，写像を

l8pNq // CupTq

P P

an
� //

ÿ

nPN
anfn

で定める．これは
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

nPN
anfnptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
ÿ

nPN
an|fnptq| ď

ÿ

nPN
an, t P T,

と評価出来るから well-definedであり，有界線型作用素であることもわかる．これはノルムを保つから，等長写像であ
り，Banach空間の埋め込みでもあることが従う． l

Step3 Nが無限集合であることより，l8pNqは可分でない 1.14．よって，矛盾．
(2)Ñ(1) pT, dqは全有界であるから，各 n P Nに対して，T を被覆する半径 1{nの開球の有限族 tUpnq

k ukPrNns が取れる．T は特
に正規であるから，これに属する 1の分割 tf pnq

k ukPrNns Ă CcpT ; r0, 1sqが取れる．これらはコンパクト台を持つから，特に
一様連続であることに注意．このとき，

F :“
à

nPN

Nn
à

k“1
Qf pnq

k Ă CcpTq Ă CupTq

は可算族で，CupTq上稠密である．実際，任意の f P CupTqと任意の ε ą 0を取ったとすると，このとき，ある n P Nが存
在して

|x ´ y| ă
1
n Ñ |fpxq ´ fpyq| ă

ε
2 .

を満たす．この n P Nに対して，
| sup
xPUpnq

k

fpxq ´ qk| ă
ε
2 .

を満たす qk P Qを取れば，各 Upnq

k 上で qkf pnq

k と ff pnq

k とは ε より大きく離れることはない．よって，
›

›

›

›

›

f ´

Nn
ÿ

k“1
qkf pnq

k

›

›

›

›

›

ď sup
kPrNns

}ff pnq

k ´ qkf pnq

k }Upnq
k

ď ε.

完備化上の有界連続関数の空間と同型である 補題から CupTq »Ban CupTqであるが，いま T はコンパクトであるから，CupTq “

CbpTq “ CpTq．

■

2 確率過程

確率過程は基本的には有限次元周辺分布を指定することで構成できるが，その証明はとんでもなく地道になる．
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2.1 定義と同値性
定義 2.1 ((stochastic) process). 集合 T 上の（確率）過程とは，確率変数の族 tXtutPT Ă LpΩqをいう．
定理 2.2 (Kolmogorovの定理). T を集合，tPF u

Ffinite
Ă T
を一貫性条件

PG ˝ π´1
GF “ PF , F Ă G finite

Ă T, πGF : R|G| ↠ R|F |は射影

を満たす確率測度 PF P PpR|F |qの族とする．このとき，積集合 RT の積 σ -加法族 btPTBpRq上に，ただ一つの確率測度 PT が存
在して，tPF u

Ffinite
Ă T
を有限次元周辺分布に持つ．

［証明］. †4証明は大まかには次の通り：

(1)

A :“
"

f´1
TF pBq Ă ST | B P BF , F finite

Ă T
*

と定めると，これは代数である．
(2) 写像 PT : A Ñ r0, 1sを PTpf´1

TF pBqq :“ PF pBqで定めると，A 上で条件を満たす．
(3) PT はA 上で可算加法的であるため，Hopfの延長定理より，PT は確率測度 PT : σpAq Ñ r0, 1sを定める．

■

定義 2.3 (version, modification / strict version). 添字集合 T を共通とする２つの過程 X, Y について，

(1) 有限次元分布族が一致するとき，異版またはバージョンであるという．
(2) 任意の t P T について Xt “ Yt P-a.s.であるならば，修正または強いバージョンであるという．

注 2.4 (バージョンとは同分布過程をいう). Kolmogorovの定理より，過程 tXtutPT Ă LpΩqの有限次元分布が定める pRT , Cq上
の確率分布 µが存在する．この µを X の法則といい，X „ µと表すこととすると，バージョンとは法則が同じ過程をいう．

命題 2.5 . 可測空間 pΩ, Aqと族 tpSi, SiquiPI と写像の族 tfi : Ω Ñ SiuiPI について，積写像 f :“ pfiq : Ω Ñ
ź

iPI
Si を考える．この

とき，次は同値：

(1) f はA{ biPI Si-可測．
(2) 各 fi はA{Si-可測．

［証明］. †5
ź

iPI
Si 上の（１次の）円筒集合 Bi ˆ

ź

i‰jPI
Sj pBi P Siqの全体は，biPISi を σ -生成するので，この円筒集合の逆像がA に

入ることを示せば良いが，これは積写像 f “ pfiqの定義から従う． ■

2.2 Gauss過程の構成と核関数

「半正定値行列」とは，「全ての固有値が非負な自己共役行列」と特徴付けられる．

まず，「正定値関数」の定義から始める．実は極めてデリケートである．
定義 2.6 (positive semidefinite function). †6

(1) 行列 K : rns ˆ rns Ñ Rが半正定値であるとは，任意の複素ベクトル x P Cn に対して，

pKx|xq “ x˚Kx ě 0, x P Cn,

†4 [Dudley, 2002] 定理 12.1.2，[Kallenberg, 2021] 定理 8.23 p.179．
†5 [Kallenberg, 2021] 補題 1.9 p.15．
†6 [Aronszajn, 1950] p.344 では E. H. Moore 流の定義と呼んでいる．[Paulsen and Raghupathi, 2016] 定義 2.12 p.24，[Saitoh and Sawano, 2016] 定義

2.1 p.67．
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を満たすことをいう．
(2) 関数 k : E ˆ E Ñ Cが半正定値関数であるとは，任意の関数 X : E Ñ Cと有限部分集合 F finite

Ă E とについて
ÿ

p,qPF
XppqXpqqkpp, qq ě 0, F finite

Ă E, X P FpEq,

を満たすことをいう．

補題 2.7 . 正定値関数 K : E ˆ E Ñ Cは次を満たす：

(1) 非負である：Kpx, xq ě 0．
(2) 自己共役である：Kpx, yq “ Kpy, xq．
(3) Cauchy-Schwarzの不等式：|Kpx, yq|2 ď Kpx, xqKpy, yq．

［証明］. †7

(1) X “ 1, F “ txuと取れば，Kpx, xq ě 0が従う．

(2) 任意の x, y P E について行列
˜

Kpx, xq Kpx, yq

Kpy, xq Kpy, yq

¸

が半正定値であるが，このとき自己共役であることから従う．

(3) 上述の行列の行列式が非負であることから従う．

■

注 2.8. 関数 k : E ˆ E Ñ Cが，任意の実関数 X : E Ñ Rについて
ÿ

p,qPF
XppqXpqqkpp, qq ě 0, F finite

Ă E,

を満たすのみであったならば，自己共役とは限らない．例えば E “ 2としたとき，行列

A :“
ˆ

2 0
2 2

˙

, B :“
ˆ

0 1
´1 0

˙

は上述の性質を満たす．

［証明］. 任意の px, yq P R2 について，

px yq

ˆ

2 0
2 2

˙ˆ

x
y

˙

“ 2x2 ` 2xy ` 2y2 “ px ` yq2 ` x2 ` y2 ě 0.

一方で，px, yq P C2 を許すと，
px yq

ˆ

2 0
2 2

˙ˆ

x
y

˙

“ 2|x|2 ` 2|y|2 ` 2xy

となり，例えば x “ eπ{4, y “ e´π{4 の場合，右辺は実数ではない． ■

系 2.9 (Gauss過程の構成). T を集合とする．任意の共分散 Φ : T ˆ T Ñ Rと関数 f : T Ñ Rとについて，ある Gauss過程 Xが
存在して次を満たす：

(1) 任意の t P T について ErXts “ fptq．
(2) 任意の s, t P T について ErpXt ´ fptqqpXs ´ fpsqqs “ Φps, tq．

［証明］. †8

Step1 有限部分集合 F Ă T について，µF :“ N|F |pf |F , Φ|FˆF qとすると，系 pµF qFP2pTq は一貫性条件を満たす．実際，任意の有限
部分集合 F Ă G Ă T について，

R|G|

πGF

��

ΩXGoo

XF~~
R|F |

XF „ µF , XG „ µG .

†7 [Aronszajn, 1950] p.344 (3)．
†8 [Dudley, 2002] 定理 12.1.3 p.443．
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という図式は可換であり，πGF pXGq „ µF が成り立っている．
Step2 Kolmorogovの拡張定理 2.2から，pRT , Cq上の確率測度 µ で，pµF qFP2pTq を有限次元周辺分布族に持つものが存在する．

よって，id : RT Ñ RT を X とすれば，これを分布に持つ確率変数であり，従って Gauss過程である．
Step3 こうして得た X の平均と共分散がそれぞれ f, Φであることを確認する．

(i) Xt „ Npfptq, Φpt, tqqより，ErXts “ fptq．
(ii) pXt , Xsq „ N2

´

pfptq, fpsqqJ, pΦ|ts,tu
2 q

¯

より，CovrXt , Xss “ Φps, tq “ Φpt, sq．

■

2.3 再生核 Hilbert空間（一般理論）

ノルム空間の極めて良い例になるが，再生核 Hilbert空間は複数の位相が入り乱れる点が特に難しい（そしてこれが関数解
析が難しい最大の理由の１つに他ならない）．

定義 2.10 (reproducing kernel Hilbert space). †9E を集合，H Ă FpEq :“ MappE,Fqを部分線型空間とする．

(1) H Ă FpEqが次を満たすとき，これを再生核Hilbert空間という．
(i) ある内積 p´|´q : H ˆ H Ñ Fが存在して，pH, p´|´qqは Hilbert空間となる．
(ii) 評価写像の族 tevpupPE は全て H 上連続である：tevpupPE Ă H˚．

(2) H Ă FpEqが，ある関数 K : E ˆ E Ñ Fについて K-再生核Hilbert空間であるとは，次を満たすことをいう：
[H1] Kの１変数化は H に属する：†10

Kp :“ Kp´, pq P H, p P E.

[H2] H 上の評価写像は核関数によって表現される：evp “ p´|Kpq pp P Eq，すなわち，

fppq “ pf |Kpq, p P E, f P H.

このとき，H “ HKpEqとも表し，Kを再生核という．

要諦 2.11. 一般の関数 K : E ˆ E Ñ Fに対して，K-再生核 Hilbert空間 HKpEqは存在するとは限らないが，Kが正定値ならば存
在する（付録 D.1）．定理（付録 C.1）(2)Ñ(3)より，任意の再生核 Hilbert空間 H は，ある正定値関数 K : E ˆ E Ñ Cが存在し
て，K-再生核 Hilbert空間である：H “ HKpEq．

例 2.12 ([Moore, 1939]の例). 歴史的に先に考えられたのが，半正定値関数 K : T ˆ T Ñ Fが定める再生核 Hilbert空間 HKpTq

である．これは，tKtutPT が生成する線型空間

H0 :“
#

f “

k
ÿ

i“1
αiKp´, tiq P FpTq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ttiu
k
i“1 Ă T, tαiu

k
i“1 Ă F, k P N

+

に内積
˜

k
ÿ

i“1
αiKp´, tiq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

l
ÿ

j“1
βjKp´, t1

j q

¸

:“
k
ÿ

i“1

l
ÿ

j“1
αiβjKpti, t1

j q

を定義すると，次の再生性 [A2]を満たす：
pf |Ktq “ fptq, t P T, f P H0.

あとはこれについての H0 の完備化を考えれば再生核 Hilbert空間の完成のだが，この完備化が FpEq内でのどのような集合にな
るかは極めて精緻な観察をする必要がある（付録 D.1参照）．かといって，抽象的な方法で完備化を取ってしまうともはやFpEqの
部分集合ではなくなってしまう． l

†9 [Paulsen and Raghupathi, 2016] 定義 1.1 p.3，[Saitoh and Sawano, 2016] 定義 1.1 p.1．
†10 この写像を特徴写像という [瀬戸 et al., 2021] p.61．
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2.4 再生核 Hilbert空間（Gauss過程の場合）

先の例で「完備化」のステップが問題になることを見た．Gauss過程については，次のような迂回を考えることが出来る．
次に，Brown運動 pBtqtPr0,1s の再生核 Hilbert空間を与える．

定義 2.13 (reproducing kernel Hilbert space of Gaussian processes). tXtutPT Ă L2pΩqを中心 Gauss過程，F Ă L2pΩq

をそれが生成する線型部分空間とする．Gauss過程 X の再生核Hilbert空間 HXpTqとは，写像

ϕ : L2pΩq // RT

P P

h � //
`

ph|XtqL2pΩq

˘

tPT “ pCovrh, XtsqtPT

の像 HXpTq :“ ϕpFqと，ϕが押し出す L2pΩq-内積との組をいう．

［証明］. HXpTqが ϕが押し出す L2pΩq-内積
˜

k
ÿ

i“1
aiXti

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

l
ÿ

j“1
bjXtj

¸

L2pΩq

“

k
ÿ

i“1

l
ÿ

j“1
aibjErXti Xtj s “

k
ÿ

i“1

l
ÿ

j“1
aibjCpti, tjq “

˜

ϕ
˜

k
ÿ

i“1
aiXti

¸ ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϕ
˜

l
ÿ

j“1
bjXtj

¸¸

HX

について Hilbert空間をなすことが示されねばならない．同時に，HXpTqは像

H0 :“ ϕpFq “

#

k
ÿ

i“1
aiCp´, tiq P RT

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

taiu
k
i“1 Ă R, ttiu

k
i“1 Ă T, k P N

+

を稠密部分集合に持つことも示す．

(1) ϕ : F Ñ H0 は，像 H0 上に ϕが押し出す内積について，ノルムを保つ線型同型である．

証. ϕ : L2pΩq Ñ RT が線型であるのは，L2pΩq-内積の線型性から従う．また ϕは内積を保つ（ように H0 上の内積を定義し
た）から，特に ϕ : F Ñ ϕpFqはノルムも保ち，等長でもある：

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1
aiXti

›

›

›

›

›

2

L2pΩq

“

n
ÿ

i,j“1
aiajErXti Xtj s “

›

›

›

›

›

ϕ
˜

n
ÿ

i“1
aiXti

¸›

›

›

›

›

2

H

.

l

(2) 内積空間の同型 ϕ : F „ÝÏ H0 は Hilbert空間の同型 ϕ : F „ÝÏ H :“ ϕpFqを引き起こす．

証. 任意の g, h P F について，HXpTq上の内積の定義は
pϕphq|ϕpgqqHX “ ph|gqL2

であるから，引き続き，H 上に ϕが押し出す内積について，ϕ : F Ñ H は内積を保つ．特に有界線型作用素であるが，一般
に距離空間の間の Lipschitz連続写像は完備性を保つことから，H も完備である． l

(3) 最後に，ϕpFq “ H0 “ H “ ϕpFqは，ϕの連続性から H “ ϕpFq Ă ϕpFq “ H0 より従う．

■

命題 2.14 (再生核の一意性). pH, p´|´qqを K-再生核 Hilbert空間，H 1 Ă FpTqはある内積 p´|´qH1 について Hilbert空間にな
り，次の２条件を満たすとする：

[H1] 任意の t P T について，Kp´, tq P H 1．
[H2] 任意の t P T について，

pf |Kp´, tqqH1 “ fptq, f P H 1.

このとき，pH 1, p´|´qH1 q “ pH, p´|´qq．

［証明］. †11これは Riesz表現 HKpEq Ñ HKpEq˚ の単射性による．直接的に p, q P E を任意にとって Kpp, qq “ Lpp, qqも示して

†11 [Saitoh and Sawano, 2016] 命題 2.2 p.71．
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みる．まず，HKpEqの再生性 [A2]より，
Lpp, qq “ evppLqq “ pLq |Kpq.

一方で (2)より，
pLq |Kpq “ pKp|Lqq “ Kpq, pq “ Kpp, qq

でもある． ■

系 2.15 . T “ r0, 1s, Kps, tq :“ s ^ t ps, t P Tqの定める K-再生核 Hilbert空間は，

H :“
␣

f P ACpr0, 1sq
ˇ

ˇ fp0q “ 0, f 1 P L2pr0, 2sq
(

, pf |gq :“
ż 1

0
f 1ptqg 1ptq dt,

である．よって，Kが Brown運動 pBtqtPr0,1s の共分散関数である（付録 E.2）ことと併せると，これが pBtqtPr0,1s の再生核Hilbert
空間である．

［証明］.

Step1 H は Hilbert空間をなす．
Step2 H が K-再生核 Hilbert空間であることを示せば良い．

[H1] 任意の t P T について，写像 r0, 1s Q s ÞÏ s ^ t は 1-Lipschitz連続関数であるから，H の元である．
[H2] 任意の t P T と f P H について，

pf |Kp´, tqq “

ż t

0
f 1psq ds “ fptq ´ fp0q “ fptq.

■

3 l8-空間と Cu-空間に属する見本道を持つ過程

一様有界な見本道を（必ず）持つ確率過程は，CupTq-値確率変数という Banach空間値の確率変数と見做せる．

3.1 CupTq-過程の性質
定義 3.1 (sample bounded, sample (bounded and uniformly) continuous). †12過程 tXtutPT について，

(1) tXtutPT が l8-過程であるとは，あるバージョン rX と充満集合 Ω0 Ă Ωが存在して，rX‚pΩ0q Ă l8pTqが有界であることを
いう：

sup
tPT

|rXt | ă 8 a.s.

(2) T を擬距離空間とする．tXtutPT が Cu-過程であるとは，あるバージョン rX と充満集合 Ω0 Ă Ω が存在して，rX‚pΩ0q Ă

CupTqを満たすことをいう．

命題 3.2 (CupTq-過程の性質). pT, dqを全有界な擬距離空間とすると，CupTqの Borel σ -代数BpCupTqqは積 σ -代数 Cに一致す
る．よって特に，

(1) CupTq-過程はタイトな Borel確率分布を持つ．
(2) CupTq-過程が必ず有界かつ一様連続な見本道を持つならば，CupTq-値確率変数である．
(3) BpCupTqq上の Borel確率測度は，その有限次元周辺分布で一意に特徴付けられる．

［証明］. 一般に積空間において，Kolmogorovの積 σ -代数は，Borelの σ -代数より大きくない．Cは射影 evt を可測にする最小
の σ -代数，BpRTqは射影 evt を連続かつ可測にする最小の σ -代数であるため．よってあとはBpCupTqq Ă Cを示せば良い．

Step1 全有界距離空間は可分である 1.8．

†12 [Giné and Nickl, 2021] 定義 2.1.3．
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Step2 CupTqの開球・閉球は可測：よって可算な稠密部分集合 T0 Ă T が取れて，

}f}8 “ sup
tPT0

|fptq|.

よって，開球と閉球とは可測．
Step3 T が全有界より CupTq も可分である 1.16 から，第２可算である．よって，任意の開集合は開球の可算合併であり，

BpCupTqq Ă CupTq X Cを得る．

(1) CupTq-過程 tXtutPT は，X : Ω Ñ RT と見ると C{A-可測である．C上に押し出す分布を µで表す．tXtuは CupTq-過程で
あるから，µ は C X CupTq上に台を持つが，C X CupTq “ BpCupTqqであり，µ は Polish可測空間 pCupTq, BpCupTqqq

上の Borel確率測度とみれる．Oxtoby-Ulamの定理 1.13より，タイトである．
(2) CupTq-値確率変数と見たとき，BpCupTqq{A-可測となるからである．一般の CupTq-過程が確率変数と見れるかは，基礎と
なる確率空間 pΩ, A, Pqが完備であるかに依存する．

(3) T が全有界のとき，BpCupTqq “ Cであるため．

■

例 3.3 (Wiener測度). R` 上の Brown運動 pBtqtPR` とは，次を満たす過程をいう（付録 E.1も参照）：

[B1] 中心性：B0 “ 0 a.s.
[B2] 加法性：任意の 0 ď t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn pn ě 2qについて，増分 Btn ´ Btn´1 , ¨ ¨ ¨ , Bt2 ´ Bt1 は独立．
[B3] 増分の正規性：任意の 0 ď s ă t について，Bt ´ Bs „ Np0, t ´ sq．
[B4] C-過程：殆ど確実に見本道 t ÞÏ Btpωqは連続．

Brown 運動 pBtqtPT は任意の γ ă 1{2 に対して γ-Hölder 連続性を（殆ど確実に）持ち，時区間 T Ă R` が有界であるときに
CupTq-過程である．R` の部分集合については，有界性と全有界性は同値になるから，T が有界のとき CupTqは可分 1.16．更に
B : Ω Ñ CupTq は BpCpr0, 1sqq{A-可測になる 3.2．この可測写像 B が押し出す BpCpr0, 1sqq 上の確率測度をWiener 測度と
いう． l

3.2 確率過程が確率変数を定めない例
例 3.4. pΩ, Aq :“ pr0, 1s, Bpr0, 1sqq, T :“ r0, 1sとし，写像 X : T ˆ Ω Ñ Rを Xpt, ωq :“ 1r0,tspωq “ 1rω,1sptqで定める．するとこ
れは必ず l8pTqに属する見本道を持つ過程であるが，l8pTq-値写像 X‚ : Ω Ñ l8pTqと見たとき，Bpl8pTqq{A-可測ではない．l

［証明］. 開球 B1{2p1rs,1sq
open
Ă l8pTqに注目すると，

X´1
‚ pB1{2p1rs,1sqq “

"

ω P Ω
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

}1rs,1s ´ 1rω,1s} ă
1
2

*

“ tsu.

これを用いて，A R PpΩqzA を取り，U :“
ď

aPA
B1{2p1ra,1sq

open
Ă l8pTqとすると，

X´1
‚ pAq “ A R A

が成り立ってしまう．この問題は pΩ, Aq を完備化して，A を Ω “ r0, 1s 上の Lebesgue 可測集合の全体としようが解決しな
い． ■

3.3 有界な見本道を持つ過程がタイトな分布を持つとき
実は，有界な見本道を持つ確率過程がタイトな確率分布を持つ場合は，この CupTq-過程の場合に限る．

命題 3.5 (l8pTq-過程がタイトな Borel 分布に従うための必要十分条件). T を集合，X を l8pTq-過程とする．このとき，次は
同値：

(1) X の有限次元周辺分布は，l8pTq上のあるタイトな Borel確率測度の有限次元周辺分布である．
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(2) T 上に擬距離 dが存在し，pT, dqは全有界になり，これについて X の分布は CupTq Ă l8pTq上に台を持つ．

［証明］. †13

(1)Ñ(2) l8pTq上の緊密な Borel確率分布 µ P Ppl8pTqqの有限次元周辺分布が，X のものと一致するとする．
距離の構成 µは緊密だから，σ -コンパクトな集合 K上に台を持つ．実際，任意の n P N` に対して，Kn

cpt
Ă l8pTqが存在

して，
µpKnq ą 1 ´

1
n .

K :“
ď

nPN`

Kn とすると，@nPN` µpKq ą 1 ´ n´1 だから，µpKq “ 1が成り立つ．これに対して，T 上の擬距離を

dps, tq :“
8
ÿ

n“1

1 ^ dnps, tq

2n , dnps, tq :“ sup
fPKn

|fpsq ´ fptq|, s, t P T.

と定める．明らかに dps, sq “ 0かつ対称で，三角不等式も

dnps, uq ď dnps, tq ` dnpt, uq

から成り立つ．
全有界性の証明 pT, dqが全有界になることを証明する．任意の ε ą 0に対して，有限個の T の開球 tUεptiquN

i“1 でこれを
被覆するものを構成すれば良い．

Step1 あるm P Nが存在して，
8
ÿ

n“m`1

1
2n ă

ε
4 .

であるから，dps, tq ă ε を導くには
m
ÿ

n“1

1 ^ dnps, tq

2n を 3ε{4以下に抑えれば良い．そして，dnps, tq p1 ď n ď mq

は K1 :“
m
ď

n“1
Kn の元 f P K1 の値しか見ないことに注目する．

Step2 すると，コンパクト集合の有限合併 K1 “

m
ď

n“1
Kn Ă l8pTq はコンパクト，特に全有界であるから，有限集合

tf1, ¨ ¨ ¨ , fru Ă K1 が存在して，tUε{4pfsqusPrrs は K1 を被覆する．すなわち，任意の f P K1 に対して，s P rrsが存
在して，

}f ´ fs}8 ă
ε
4 .

が成り立つ．
Step3 続いて，

A :“ Im pf1, ¨ ¨ ¨ , frq “ tpf1ptq, ¨ ¨ ¨ , frptqq P Rr | t P Tu Ă r´M, Msr , M :“ max
1ďsďr

}fs},

は Rr の有界集合であるから全有界であり，よってある有限部分集合 Tε :“ tt1, ¨ ¨ ¨ , tNu Ă T が存在して，
tUε{4pf1ptiq, ¨ ¨ ¨ , frptiqquiPrNs は Aを被覆する．特に，任意の t P T に対して，ある i P rNsが存在して，

max
1ďsďr

|fsptq ´ fsptiq| ă
ε
4 .

Step4 Step2, 3を総じて，n ď mのときの dnps, tqは，任意の t P T に対して ti P Tε をうまく取ることで，

dnpt, tiq “ sup
fPKn

|fptq ´ fptiq|

ď sup
fPKn

ˆ

|fptq ´ fsptq| ` |fsptq ´ fsptiq| ` |fsptiq ´ fptiq|
˙

ă
ε
2 ` max

1ďsďr
|fsptq ´ fsptiq| ă

3
4ε.

よって Step1と併せれば，評価
dpt, tiq ă

ε
4 `

m
ÿ

n“1

dnps, tq

2n ă ε.

†13 [Giné and Nickl, 2021] 命題 2.1.7 p.18の証明は Hoffmann-Jørgensen (1991)によるもの．
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X の分布の台 µは K 上に台を持つから，あとは K Ă CupTqを示せば良い．しかしこれは構成から明らかである．任意に
f P Kを取ると，ある n P Nについて f P Kn であるから，

|fpsq ´ fptq| ď dnps, tq ď 2ndps, tq, s, t P T.

よって，任意の ε ą 0に対して，任意の s, t P T が dps, tq ă 2´nε を満たせば，|fpsq ´ fptq| ă ε と出来る．f P l8pTq

だから有界でもある．
(2)Ñ(1) X の pl8pTq, l8pTq X Cq上での分布を µとする．

Step1 まず µは pCupTq, BpCupTqqq上の分布として緊密である．

証. pT, dqが全有界のとき，CupTqは可分 1.16．よって，Xの分布を µとすると，これは pCupTq, BpCupTqqq上の分
布と見ることができる 3.2．すると Oxtoby-Ulamの定理 1.13より µは緊密． l

Step2 続いて，µは pl8pTq, Bpl8pTqqq上の分布と見ることも出来て，これもやはり緊密になり，元の µと有限次元分布は変
わらない．

証. 包含写像 i : CupTq ãÏ l8pTqは等長写像であるから埋め込みである．特に連続であるから，BpCupTqq{Bpl8pTqq-
可測であり，よって pl8pTq, Bpl8pTqqqに分布 i˚µを押し出す．
(i) これは再び緊密である．任意の ε ą 0に対してある K

cpt
Ă CupTqが存在して

µpKq ą 1 ´ ε

を満たすから，K1 :“ ipKqとするとこれもコンパクトで，

i˚µpK1q “ µpi´1pK1qq “ µpKq ą 1 ´ ε.

(ii) 有限次元分布は変わらない．そもそも F finite
Ă T 上の有限次元分布とは evF : RT Ñ RF が押し出す分布のことであ

り，次の図が可換であることから，µも i˚µも RF 上に押し出す分布は変わらなくなるのである：

CupTq
i //

πF

��

l8pTq

πFzz
RF

l

■

付録 A 位相の基礎
定義 付録 A.1 (isolated point, adherent point, accumulated point, closure, dense). X を位相空間，x P X, A Ă X と
する．

(1) x が Aの内点であるとは，x P Aかつある開近傍 U P Opxqが U Ă Aを満たすことをいう．
(2) txu P Opxqのとき，孤立点という．これは全空間 X の集積点でないことに同値．
(3) @UPOpxq U X A ‰ Hのとき，Aの触点という．
(4) @UPOpxq pU X Aqztxu ‰ Hのとき，Aの集積点という．
(5) Aの触点全体の集合を閉包 Aという．
(6) A “ X のとき，X 上稠密であるという．

命題 付録 A.2 (開核，閉包，稠密性の特徴付け). A Ă X とする．

(1) A˝ は Aに含まれる開集合のうち最大のものである．
(2) Aは Aを含む閉集合のうち最小のものである．

［証明］.
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(1) Aに含まれる開集合の全体
UA :“ tU P OX | U Ă Au .

の最大元は YUA に他ならない．実は
A˝ “

ď

UPUA

U.

が成り立つ．よって，A˝ は Aに含まれる開集合であり，かつ，その最大のものである．
(2) B :“ XzAを考えると，A “ XzB˝ が成り立つ．B˝ は XzAに含まれる最大の開集合であるから，Aは X を含む最小の閉集
合である．

■

命題 付録 A.3 (距離空間における閉包の特徴付け). dp´, Aq : X Ñ R` をH ‰ A Ă X からの距離とする．

(1) |dpx, Aq ´ dpy, Aq| ď dpx, yqが成り立つ．特に，関数 dp´, Aq : X Ñ R` は連続である．
(2) A “ tx P X | dpx, Aq “ 0uである．

［証明］. †14

(1) (i) 任意の a P Aについて，三角不等式より，

dpx, aq ď dpx, yq ` dpy, aq, x, y P X.

a P Aに関して下限を取ることで，

dpx, Aq ď dpx, yq ` dpy, Aq ô dpx, Aq ´ dpy, Aq ď dpx, yq.

x, y P X を逆にしても成り立つから，結論を得る．
(ii) この結果は，関数 dp´, Aq : X Ñ Rの Lipschitz連続性を表す式と見れる．よって特に連続である．

(2) 距離空間の位相は開球が生成することより，

A “ tx P X | @rą0 Upx, rq X A ‰ Hu

と表せるが，実は
@rą0 Urpxq X A ‰ H ô dpx, Aq “ 0

が成り立つ．ðは対偶命題がすぐに示せる．Ñは点列 pxnq P
ź

nPN
U1{npxq X A ‰ Hを取れば，dp´, Aq : X Ñ R` の連続

性より，
dpx, Aq “ lim

nÑ8
dpxn, Aq “ lim

nÑ8
0 “ 0.

■

命題 付録 A.4 (閉集合と閉包による特徴付け). 写像 f : X Ñ Y について，次の 3条件は同値．

(1) f は連続である．
(2) 任意の閉集合 B Ă Y に対して，f´1pBqは閉．
(3) @APPpXq fpAq Ă fpAq．

［証明］. †15

(1)ô(2) 任意の集合 U Ă Y と B :“ YzU について，

f´1pBq “ Xzf´1pUq

が成り立つため．

†14 [斎藤毅, 2009] 命題 5.2.6 p.115．
†15 [斎藤毅, 2009] 命題 4.3.4 pp. 103-104．
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(2)Ñ(3) まず
fpAq Ă fpAq ô A Ă f´1pfpAqq

に注目すると，随伴性??から A Ă f´1pfpAqq ô fpAq Ă fpAqが直ちに従う．
(3)Ñ(2) 任意の B closed

Ă Y に対して，A “ f´1pBqが閉包作用素に対して変わらないことを示せば良い．これは fpAq Ă Bから

fpAq Ă fpAq Ă B ô A Ă f´1pBq “ A

と従う．

■

系 付録 A.5 (点列による閉包の特徴付け). X を位相空間，A Ă X を部分集合とする．

B :“ ta P X | aに収束する Aの点列 pxnqが存在する u

について，

(1) 極限点は触点である：A Ą B．
(2) (AC) X が距離空間ならば，A “ B．

［証明］. †16

(1) 任意の a P Bを取ると，これに収束する列 txnu Ă Aが存在する．これが定める rx : rN Ñ X は連続であるから，連続写像の
特徴付け付録 A.4より，a P rxprNq Ă rxpNq “ A．

(2) 任意の a P Aを取ると，任意の n P N` に対して，U1{npaq X A ‰ Hが成り立つ．選択公理より，点列

pxnq P
ź

nPN`

pU1{npaq X Aq

が取れ，これは lim
nÑ8

dpxn, aq “ 0を満たす．

■

付録 B コンパクト性の特徴付け

コンパクト集合 A
cpt
Ă X を，任意の位相空間 Y P Topに対して X ˆ Y の中で見ると，一点と位相的に同じ性質を満たすこ

とで特徴付けられる．

命題 付録 B.1 (コンパクト性の積位相の言葉による特徴付け). X を位相空間とし，Aを X の部分集合とする．次の３条件は同値
である．

(1) Aはコンパクトである．
(2) Y を任意の位相空間とし，y P Y を任意の点とする．A ˆ tyuの任意の開近傍W Ă X ˆ Y に対し，Aの開近傍 U Ă Xと y
の開近傍 V Ă Y で，U ˆ V Ă W を満たすものが存在する．

(3) Y を任意の位相空間とし，y P Y を任意の点とする．A ˆ tyuの任意の開近傍W Ă X ˆ Y に対し，y の開近傍 V Ă Y で，
A ˆ V Ă W を満たすものが存在する．

［証明］. †17

(1)Ñ(2) 任意の A ˆ tyuの開近傍W
open
Ă X ˆ Y を取る．このとき，任意の x P Aに対して，開近傍の組 U P OXpxq, V P OY pyq

であって，px, yq P U ˆ V Ă W を満たすものが存在する．これより，

W :“
!

pU, Vq P PpXq ˆ PpYq | U
open
Ă X, V P OY pyq, U ˆ V Ă W

)

†16 [斎藤毅, 2009] 系 8.2.4 p.199．
†17 [斎藤毅, 2009] 命題 6.4.1 p.155．
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と定めたならば，A ˆ tyu Ă
ď

pU,VqPW
pU ˆ Vq Ă W，かつ，A Ă

ď

pU,VqPW
U が成り立つ．しかし Aはコンパクトと仮定したか

ら，有限個の元 pU1, V1q, ¨ ¨ ¨ , pUn, Vnq P Wが存在して，A Ă U1 Y ¨ ¨ ¨ Y Un が成り立つ．ここで，U :“
n
ď

i“1
Ui, V :“

n
č

i“1
Vi

と定めると，それぞれ X, Y の開集合であり，

A ˆ tyu Ă U ˆ V “

n
ď

i“1
Ui ˆ V Ă

n
ď

i“1
Ui ˆ Vi Ă W.

(2)Ñ(3) A ˆ V Ă U ˆ V Ă W より．
(3)Ñ(1) 任意に Aの開被覆 A Ă

ď

iPI
Ui を取る．位相空間 Y :“ SI を S :“ p2, tH, t1u, 2uqの積空間とし，点 y P Y を I 上の定数

関数 1とする．Y の開集合 Vi と，X ˆ Y の開集合W を

Vi :“
␣

psjq P SI | si “ 1
(

“ pr´1
i p1q, W :“

ď

iPI
Ui ˆ Vi,

と定めると，W は A ˆ tyuの開近傍である．実際，いま y P
č

iPI
Vi より，

pX ˆ tyuq X W “
ď

iPI
pUi ˆ ptyu X Viqq “

ď

iPI
Ui ˆ tyu

であることから従う．よって，仮定から，ある開近傍 1 P V
open
Ă Y が存在して，AˆV Ă W が成り立つ．VJ :“ t1uJ ˆSIzJ open

Ă

Y pJ finite
Ă Iqは Y の開集合の基底をなすから，ある J finite

Ă I が存在して，y P VJ Ă V が成立．さらに，J の特性関数 χJ は VJ

の元より，A ˆ tχJu Ă A ˆ VJ Ă A ˆ V Ă W．すなわち，pX ˆ tχJuq X W “
ď

iPJ
Ui ˆ tχJuであるから，A Ă

ď

iPJ
Ui が結論

づけられた．

■

命題 付録 B.2 (コンパクト性の射影の言葉による特徴付け). 位相空間 X について，次の２条件は同値．

(1) X はコンパクトである．
(2) 任意の位相空間 Y に対して，pr2 : X ˆ Y Ñ Y は閉写像である．

［証明］. †18条件 (1)は次の (3)と同値であり（付録 B.1），条件 (2)は次の (4)と同値である：

(3) 任意の位相空間 Y と点 y P Y に関し，X ˆ tyuの任意の開近傍W
open
Ă X ˆY に対して，y の開近傍 V

open
Ă Y で X ˆV Ă W

を満たすものが存在する．
(4) 任意の位相空間 Y に関し，任意の閉集合 F closed

Ă X ˆ Y と任意の点 y P Yzpr2pFq に対して，y の開近傍 V
open
Ă Y で

V Ă Yzpr2pFqを満たすものが存在する．

あとは (2)ô(3)を示せば良いが，これは任意の部分集合 F “ pX ˆ YqzW と V Ă Y に対して，

X ˆ tyu Ă W ô pr´1
2 pyq X F “ H ô y P Yzpr2pFq

X ˆ V Ă W ô pr´1
2 pVq X F “ H ô V Ă Yzpr2pFq

より従う． ■

系 付録 B.3 (連続写像はコンパクト性を保存する). X, Y を位相空間，f : X Ñ Y を連続写像とする．コンパクト集合 A
cpt
Ă X の像

もやはりコンパクト：fpAq
cpt
Ă Y．

［証明］. †19任意の位相空間 Z とその点 z P Z と開近傍 fpAq ˆ tzu Ă W
open
Ă Y ˆ Z を取る．開近傍 z P V

open
Ă Z であって

fpAq ˆ V Ă W を満たすものを構成すれば良い付録 B.1．いま A
cpt
Ă X はコンパクトだから，開近傍 pf ˆ idZq´1pWq

open
Ă X ˆ Z

に対して，ある z P V
open
Ă Z が存在して，A ˆ V Ă pf ˆ idZq´1pWq，すなわち，fpAq ˆ V Ă W を満たす． ■

†18 [斎藤毅, 2009] 命題 6.4.4 p.158．
†19 [斎藤毅, 2009] 系 6.4.3 p.158．



付録 C 再生核 Hilbert空間の２つの定義の同値性 21

付録 C 再生核 Hilbert空間の２つの定義の同値性
定理 付録 C.1 ([Gilbert and Hile, 1977]). Eを非空集合，FpEq :“ HompE,Fqに tevpupPE が定める始位相を考え，H をFpEq

の部分集合上に考えた Hilbert空間とする．次は同値：

(1) 包含写像 H ãÏ FpEqは連続．
(2) 任意の p P E について，tevp|HupPE は H 上連続：tevp|HupPE Ă H˚．
(3) ある正定値関数 K : E ˆ E Ñ Cが存在して，H は K-再生核 Hilbert空間である：H “ HKpEq．

［証明］. †20

(1)Ñ(2) 合成 prp|H “ prp ˝ i として表され，連続写像の合成であるため，再び連続．H,F のいずれもノルム空間であるから，
prp|H は有界でもある．

(2)Ñ(1) 次の図式が可換であることに注意：
H � � i //

prp|H ""

FpEq

prp

��
F

すると，prp|H “ prp ˝ i が連続であることから，i は連続である必要がある．あるいは，直接的に次のように示すこともで
きる．tfku Ă H を f P H に収束する列とすると，

|fppq ´ fkppq| “ |prppf ´ fkq| ď }prp|H}}f ´ fk} Ñ 0.

より，任意の p P E について fkppq Ñ fppq．すなわち，H の位相はFpEqの相対位相よりも強い（弱くない）．
(2)Ñ(3) 仮定より，任意の p P E について evp|H P H˚ である．よって，ある hp P H が存在して，

fppq “ evppfq “ pf |hpq, f P H,

が成り立つ．これについて，
Kpp, qq “ Kqppq :“ hqppq, p, q P E,

と定めると，pH, Kqは再生核 Hilbert空間である．
(3)Ñ(2) 任意の p P E について，[H2]より

evppfq “ fppq “ pf |Kpq, f P H,

だから，evp “ p´|Kpq P H˚ である．

■

補題 付録 C.2 (K-再生核Hilbert空間の性質). K : E ˆ E Ñ Cを核関数，H “ HKpEqを K-再生核 Hilbert空間とすると，

(1) 核関数の族 tKquqPE は H の稠密部分空間を生成する．
(2) 任意の p, q P E について，

Kpp, qq “ pKq |Kpq, p, q P E.

特に，E を Hilbert空間，Kをその上の内積，F “ Rとすると，Kの転置 K´ : E Ñ H は Hilbert空間の同型である：
(3) 核 Kは正定値対称関数である．
(4) tfnu Ă H が f にノルム収束するならば，f に各点収束もする．†21さらにこの収束は x ÞÏ Kpx, xqが有界になる A Ă E 上で
一様である．

(5) tfnu Ă H が f の弱収束するならば，f に各点収束もする．

†20 [Saitoh and Sawano, 2016] 補題 2.1 p.66 が (1)ô(2), 定理 2.1 が (1)ô(3) を与えており，[Gilbert and Hile, 1977] を参照している．(2)ô(3) は
[Aronszajn, 1950] p.343でも Existence theorem of r.k. として触れられている．

†21 この性質が RKHSの計算機算譜としての優位性の１つを与える [Nashed and Wahba, 1974] p.71．
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［証明］. †22

(1) 条件 [H2] から SpanptKquqPEqK “ 0 が従い，SpanptKquqPEq のノルム閉包が H であることがわかる．実際，任意の
f P SpanptKquqPEqK を取ると，

pf |Kqq “ fpqq “ 0, q P E,

より，f “ 0が必要．
(2) 任意の p, q P E について，

Kpp, qq “ Kqppq “ evppKqq “ pKq |Kpq, p, q P E.

(3) Kの対称性は (2)と内積の対称性から従う．Kの正定値性も同様である：(2)の等式

Kpp, qq “ Kqppq “ pKq |Kpq

に注意すれば，任意の関数 X : E Ñ Cと有限部分集合 F finite
Ă E とについて，

ÿ

p,qPF
XppqXpqqKpp, qq “

ÿ

p,qPF
pXpqqKq |XppqKpq “

›

›

›

›

›

ÿ

pPF
XppqKp

›

›

›

›

›

2

ě 0.

(4) 任意の p P E について，
|fnppq ´ fppq| “ |prppfn ´ fq| ď }prp}}fn ´ f}

nÑ8
ÝÝÝÏ 0.

ここで |prppfn ´ fq| “ |pfn ´ f |Kpq| ď }Kp}}fn ´ f} pp P Eqであるが，

}Kp}2 “ pKp|Kpq “ Kpp, pq

より，これは A Ă E 上で有界になる．
(5) fn

w
Ñ f ならば，pfn|Kpq Ñ pf |Kpqが任意の p P E について必要であるが，これは fnppq Ñ fppq pp P Eqを意味する．

■

付録 D Aronszajnによる再生核 Hilbert空間の構成

H0 に対して，「H0 の各点収束極限として表せる関数を付加する」行為が，完備化にあたることを示すことで，K-再生核
Hilbert空間 H “ HKpEqを構成する．これは K-再生核 Hilbert空間上の任意のノルム収束列は各点収束すること（付録
C.2(4),(5)）に深く関係する．ここでは [Aronszajn, 1950]に従ったが，[Paulsen and Raghupathi, 2016] 定理 2.14 p.25
の方が短く簡潔である（本質的には同じ証明）．

定理 付録 D.1 ([Moore, 1939]). 任意の正定値関数 K : E ˆ E Ñ Cに対して，ただ一つの再生核 Hilbert空間 H が存在して，K
を核に持つ：H “ HKpEq．

［証明］. †23

(1) H0 :“ SpanptKpupPEq上に
˜

N
ÿ

j“1
αjKpj

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

M
ÿ

k“1
βkKqk

¸

“

N
ÿ

j“1

M
ÿ

k“1
αjβkKpqk, pjq

を考えると，これは内積を定める．

【証】. ノルム

F “

N
ÿ

j“1
αjKpj ÞÏ }F} :“

g

f

f

e

N
ÿ

j,k“1
αjαkKppk, pjq

†22 [Saitoh and Sawano, 2016] 命題 1.1 p.3，(3), (4)は [Aronszajn, 1950] 第 1部第 2節 (5) p.344．
†23 [Saitoh and Sawano, 2016] 定理 2.2 p.68，[Aronszajn, 1950] 第 1部第 2節 (4) p.344．[Paulsen and Raghupathi, 2016] 定理 2.14 p.25 は (3)の証明を
別の方法で（[Aronszajn, 1950]が証明の後に注記している方法で）回避している．
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から考える．すると，well-defined性が，
F “

N
ÿ

j“1
αjKpj “

M
ÿ

j“1
βjKqj

と 2通りで表せるときに
N
ÿ

j,k“1
αjαkKppk, pjq “

M
ÿ

j,k“1
βjβkKpqk, qjq

を示すことで得られる．実際，
N
ÿ

j,k“1
αjαkKppk, pjq “

N
ÿ

k“1
αk

N
ÿ

j“1
αjKppk, pjq “

N
ÿ

k“1
αkFppkq

“

N
ÿ

k“1
αk

M
ÿ

j“1
βjKppk, qjq “

N
ÿ

k“1
αk

M
ÿ

j“1
βjKpqj , pkq

“

M
ÿ

j“1
βj

N
ÿ

k“1
αkKpqj , pkq “

M
ÿ

j“1
βj

M
ÿ

k“1
βkKpqj , qkq “

M
ÿ

j,k“1
βjβkKpqk, qjq.

well-defined性を得ると，内積はこのノルムの極化によって得られる． l

(2) (1)の内積の構成から，H0 上で

fppq “

N
ÿ

j“1
αjKpj ppq “

N
ÿ

j“1
αjpKpj |Kpq “ pf |Kpq, p P E, f “

N
ÿ

j“1
αjKpj P H0,

が成り立ち，さらに，
|fppq| “ |pf |Kpq| ď }f}}Kp} “

a

Kpp, pq}f}.

よって，}prp|H0 } ď
a

Kpp, pqを得る．
(3) この証明の最大の特徴はこの段階にある．H0 の完備化を考えようとも，通常の方法だと FpHqの部分集合ではなくなって
しまう．FpHqの位相とは違うことに注意しながら，この上での完備化を考えるわけだが，

H :“
␣

f P FpEq | f は SpanptKquqPEqの点列の極限
(

と定めると，これは H0 の完備化となっており，さらに H0 から定まる内積について Hilbert 空間をなす．これは任意の
Cauchy列 tfnu Ă H0 が 0に各点収束するならばノルム収束もするため，補題と同様の議論を進めることが出来るためであ
る．実際，

fm “
ÿ

pPE
αpmq

p Kp, m P N,

が 0に各点収束するとき，

}fm}2 “ pfm|fmq “
ÿ

p,qPE
αpmq

p αpmq
q Kpq, pq “

ÿ

qPE
αpmq

q
ÿ

pPE
αpmq

p Kppqq
mÑ8
ÝÝÝÝÏ 0.

■

補題 付録 D.2 (functional completion). 部分集合 F Ă FpEqには内積 p´|´q : F ˆ F Ñ Fが定義されており，pF, p´|´qqは
内積空間となるとする．このとき，次は同値：

(1) F のある完備化 F は，やはりFpEqの部分集合を台集合に持ち，その上で tprp|F upPE は連続である．
(2) (i) 任意の y P E に対して，evy : F Ñ Fは有界：evy P F˚．

(ii) Cauchy列 tfmu Ă F が 0に各点収束するならば，}fm} Ñ 0．

また，条件を満たす完備化 F は存在するなら一意である．

［証明］. †24

†24 [Aronszajn, 1950] 第 1部第 4節定理 p.347．
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(1)Ñ(2) 条件 (a)は連続関数の制限は連続であるから直ちに従う．条件 (b)を考える．tfmu Ă F が Cauchy列ならば，F でも引
き続き Cauchy列であり，収束先 f P F を持つ．すると，このとき fn は f に各点収束することも必要であるから，f “ 0で
ある．F 上のノルム位相に関するノルムの連続性より，}fn} Ñ }f} “ 0．

(2)Ñ(1) (i) 条件 (a)の下では，任意の Cauchy列 tfnu Ă F について，ある関数 f : E Ñ Fが存在して，これに各点収束する．

【証】. 条件 (a)より，

|fmpyq ´ fnpyq| “ |prypfm ´ fnq| ď }pry}}fm ´ fn}, y P E.

よって，各点 y P E について tfnpyqu Ă Fは Cauchy列であるから，fpyq :“ lim
nÑ8

fnpyqと定めれば良い． l

(ii) F Ă FpEqを
F :“

␣

f P F | f は F の Cauchy列の各点収束極限
(

と定めると，定数列を取れば良いから F Ă F であり，また線型空間をなす．F 上にノルムを

}f} :“ lim
nÑ8

}fn}

で定めると，条件 (b)の下では，これは f P F に収束する列 tfnuの取り方に依らず，さらに F 上のノルムの延長である．

【証】. f への収束列 tfnu, tf 1
nu Ă F を任意に取る．このとき，tf 1

n ´ fnuも F の Cauchy列で 0に各点収束する．条
件 (b)から }f 1

n ´ fn} Ñ 0．これと次の評価を併せて，well-defined性を得る：
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

lim
nÑ8

}f 1
n} ´ lim

nÑ8
}fn}

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ lim
nÑ8

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

}f 1
n} ´ }fn}

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď lim
nÑ8

}f 1
n ´ fn} “ 0.

l

(iii) F 上のノルムについても中線定理が成り立ち続けるから，同じ内積について F は内積空間である．
(iv) F は F 上稠密である．

【証】. 任意の f P F を取ると，これに各点収束する Cauchy列 tfnu Ă F が存在する．このとき f にノルム収束もす
ることを示せば良いが，これは

lim
nÑ8

}f ´ fn} “ lim
nÑ8

lim
mÑ8

}fm ´ fn} “ 0.

l

(v) 最後に，F が完備であることを示せば良い．

【証】. 任意の Cauchy列 tfnu Ă F を取る．F は稠密であるから，Cauchy列 tf 1
nu Ă F であって }f 1

n ´ fn} Ñ 0を
満たすものが取れる．例えば，列 tU1{npfnquの積集合の元を任意に取れば良い．F 上の Cauchy列 tf 1

nu Ă F 各点収束
極限 f は存在し，f P F なのであった．すると (iv)と同様の議論で，}f 1

n ´ f} Ñ 0も判る．すると }fn ´ f} Ñ 0も従
う． l

■

命題 付録 D.3 (核の一意性). Kを再生核，HKpEqを K-再生核 Hilbert空間とする．

(1) L : E ˆ E Ñ Cも [A1],[A2]と同じ条件
(i) tLpupPE Ă HKpEq．
(ii) 任意の p P E について，evp “ p´|Lpq．
を満たすとすると，K “ L．

(2) HLpEqを L-再生核 Hilbert空間とする．K “ Lならば，HLpEq “Ban HKpEq．

［証明］. †25

†25 (1)は [Saitoh and Sawano, 2016] 命題 2.2 p.71，(2)は [Paulsen and Raghupathi, 2016] 命題 2.3 p.18．



付録 E Brown運動の核関数 25

(1) これは Riesz 表現 HKpEq Ñ HKpEq˚ の単射性による．直接的に p, q P E を任意にとって Kpp, qq “ Lpp, qq も示してみ
る．まず，HKpEqの再生性 [A2]より，

Lpp, qq “ evppLqq “ pLq |Kpq.

一方で (2)より，
pLq |Kpq “ pKp|Lqq “ Kpq, pq “ Kpp, qq

でもある．
(2) SpanptKquqPEqは HKpEq, HLpEqのいずれでも稠密になる．あとは，この上で 2つのノルムが一致することを示せば，閉包

も一致するため，HKpEq “ HLpEqを得る．実際，任意の fppq “

N
ÿ

j“1
αjKpj ppqを取ると，

}f}2
HKpEq “

N
ÿ

i,j“1
αiαjpKpi |Kpj q “

N
ÿ

i,j“1
αiαjKppj , piq “ }f}2

HLpEq.

■

付録 E Brown運動の核関数
定義 付録 E.1 ((standard) Brownian motion / Wiener process). †26 pΩ, F, Pq上の実確率過程 pBtqtPR` が標準 Brown運
動であるとは，次の 4条件を満たすことをいう：

[B1] 中心性：B0 “ 0 a.s.
[B2] 加法性：任意の 0 ď t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn pn ě 2qについて，増分 Btn ´ Btn´1 , ¨ ¨ ¨ , Bt2 ´ Bt1 は独立．
[B3] 増分の正規性：任意の 0 ď s ă t について，Bt ´ Bs „ Np0, t ´ sq．
[B4] C-過程：殆ど確実に見本道 t ÞÏ Btpωqは連続．

命題 付録 E.2 (Brown運動の特徴付け). 実確率過程 B “ pBtqtPR` について，次の 2条件は同値．

(1) Bは [B1],[B2],[B3]を満たす．
(2) Bは平均 0共分散 Γps, tq :“ minps, tqの Gauss過程である．

［証明］. †27

(1)Ñ(2)

(i) Gauss過程であることを示すには，任意の 0 ă t1 ă ¨ ¨ ¨ ă tn P R` を取り，B :“ pBt1 , ¨ ¨ ¨ , Btn q : Ω Ñ Rn が n 次元
の正規分布に従うことを示せば良い．まず，仮定 [B1],[B2]より，Bt1 , Bt2 ´ Bt1 , ¨ ¨ ¨ , Btn ´ Btn´1 は独立であり，それぞ
れが正規分布に従う．したがって，積写像 A :“ pBt1 , Bt2 ´ Bt1 , ¨ ¨ ¨ , Btn ´ Btn´1 q : Ω Ñ Rn は n 次元正規分布に従う．
行列

J :“

»

—

—

—

—

—

–

1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0
1 1 0 ¨ ¨ ¨ 0
... . . . . . . . . . ...
1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 1 0
1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 1 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

が定める線型変換を f : Rn Ñ Rn とおくと，これは明らかに可逆で，B “ fpAqが成り立つ．ここで，任意の線型汎関
数 q P pRnq˚ に関して，qpBq “ qpfpAqqは，q ˝ f : Rn Ñ Rが線型であることから，正規分布に従う．よって，Bも正
規分布に従う．

(ii) 仮定 [B3]より平均はmptq “ ErBts “ 0で，共分散は，s ě t のとき，増分の独立性 [B2]に注意して

Γps, tq “ CovrBs, Bts “ ErBsBts “ ErBspBt ´ Bs ` Bsqs “ ErBspBt ´ Bsqs ` ErB2
ss “ s.

Γの対称性より，これは Γps, tq “ minps, tqを意味する．

†26 [Nualart and Nualart, 2018] 定義 1.2.1 p.2．
†27 [Nualart and Nualart, 2018] 命題 1.2.2 p.2．
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(2)Ñ(1)

[B1] 分散を考えると，Γp0, 0q “ ErB2
0s “ 0．よって，B0 “ 0 a.s.

[B2] Gauss過程であることより，組 A :“ pBtn ´ Btn´1 , ¨ ¨ ¨ , Bt2 ´ Bt1 qは n次元正規分布に従う．これらが独立であることを
示すには，Aの分散共分散行列 ΣA の非対角成分がすべて 0であることを示せば良い．平均が 0で Γps, tq “ minps, tq

であることより，任意の 1 ď i ă j P rnsについて，共分散の双線型性に注意して，

CovrBti ´ Bti´1 , Btj ´ Btj´1 s “ ErpBti ´ Bti´1 qpBtj ´ Btj´1 qs

“ ErBti Btj s ´ ErBti´1Bjs ´ ErBti Btj´1 s ` ErBti´1Btj´1 s

“ i ´ pi ´ 1q ´ i ` pi ´ 1q “ 0.

[B3] 平均が 0で Γps, tq “ minps, tqであることより，

ErpBt ´ Bsq2s “ ErB2
t s ` ErB2

ss ´ 2ErBtBss “ t ` s ´ 2s “ t ´ s.

■
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